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Lineárńı algebra - 4MM101, 4MM106

Př́ıklad 1 Určete inverzńı matici k matici A a podle definice inverzńı matice pro-
ved’te zkoušku správnosti výpočtu, jestlǐze

A =

0 1 1
1 −1 −1
0 0 1


Řešeńı 1.
Aby mělo v̊ubec smysl poč́ıtat inverzńı matici z dané matice, muśı být daná ma-
tice nutně regulárńı. Univerzálńım postupem pro výpočet inverzńı matice je přidáńı
př́ıslušné jednotkové matice vedle dané matice, t.j.:0 1 1 1 0 0

1 −1 −1 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 (1)

Postup je jednoduchý. Je třeba převést úplnou Gaussovu a Jordanovu eliminačńı
metodu tak, aby jednotková matice z̊ustala na levé straně. Pokud se nám to podař́ı,
pak to, co z̊ustane na pravé straně, bude naše hledaná inverzńı matice, takže nejdř́ıve
přejdeme k provedeńı Gaussovy eliminačńı metody. V prvńım kroku prohod́ıme 1.
a 2. řádek matice (1), tedy: 1 −1 −1 0 1 0

0 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1

 (2)

Vid́ıme, že pod hlavńı diagonálou jsou všechny nuly, a t́ım jsme dokončili Gaussovu
eliminačńı metodu. Nyńı pokračujeme Jordanovou eliminačńı metodou a vynásob́ıme
3. řádek matice (2) č́ıslem -1 a přičteme jej ke 2. řádku a zároveň přičteme 3. řádek
k 1. řádku, tedy: 1 −1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 −1
0 0 1 0 0 1

 (3)

V posledńım kroku přičteme 2. řádek matice (3) k 1. řádku, t.j.:1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 −1
0 0 1 0 0 1

 (4)

Vid́ıme, že na levé straně matice (4) jsme źıskali jednotkovou matici1, č́ımž je celý
proces dokončen. Vše, co vzniklo za děĺıćı čarou vpravo, je naše hledaná inverzńı

1Pokud by se nám to nepodařilo, znamenalo by to, že daná matice byla singulárńı, a tud́ıž by
neexistovala žádná inverzńı matice
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matice A−1. Zadáńı však ještě neńı dokončeno, protože je třeba provést kontrolu
správnosti a zjistit, zda je náš výsledek skutečně inverźı dané matice. K této kontrole
použijeme definici inverzńı matice (AA−1 = A−1A = J) a provedeme maticové
násobeńı naš́ı inverzńı matice s danou matićı, podobně jako v přikladu 6, t.j.:1 1 0

1 0 −1
0 0 1

0 1 1
1 −1 −1
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (5)

Vid́ıme, že součin obou matic nám dává jednotkovou matici, a proto je námi vypočtená
inverzńı matice správná.

Odpověd’: A−1 =

1 1 0
1 0 −1
0 0 1

 □

Př́ıklad 2 Z nasledujúci maticové rovnice vypočtěte neznámou matici X a uved’te
pro které matice A,C se dá matice X z této rovnice osamostatnit, jestlǐze

X+A = 4A−XC

kde

A=

(
1 0
2 3

)
, C=

(
2 3
0 1

)
Řešeńı 2.
Nejdř́ıve muśıme z dané rovnice vyjádřit neznámou matici X. Při všech úpravách,
které budeme provádět, muśıme mı́t na paměti následuj́ıćı základńı pravidla, a to
AB ̸= BA, AA−1 = A−1A = J a AJ = JA = A. Nejprve muśıme přehodit
všechny neznámé matice X na jednu stranu a vše ostatńı na druhou stranu.

X+XC = 4A−A | (4A−A = 3A)

X+XC = 3A

X(J+C) = 3A | · (J+C)−1

X(J+C)(J+C)−1 = 3A(J+C)−1

X = 3A(J+C)−1

(6)

Vid́ıme, že matematické úpravy v (6) jsou možné pouze tehdy, pokud existuje in-
verzńı matice (J+C)−1. Ta existuje pouze tehdy, je-li (J+C) regulárńı. Pokud by
(J+C) nebylo regulárńı, pak bychom daný postup nemohli použ́ıt. Dále dosad́ıme
matice ze zadáńı do výsledku pro X, přičemž J považujeme za jednotkovou matici,
tedy:

X = 3

(
1 0
2 3

)[(
1 0
0 1

)
+

(
2 3
0 1

)]−1

(7)

Dále uprav́ıme (7) vynásobeńım prvńı matice č́ıslem 3 a současne udeláme součet
matic v závorce, t.j:

X =

(
3 0
6 9

)(
3 3
0 2

)−1

(8)
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Výslednou inverzńı matici řeš́ıme přesně jako v př́ıkladu 14 s t́ım rozd́ılem, že ten-
tokrát se jedná o matici 2x22., t.j.:(

3 3
0 2

)−1

=
1

6

(
2 −3
0 3

)
(10)

Výsledek (10) dosad́ıme do (7) a dostaneme:

X =

(
3 0
6 9

)
1

6

(
2 −3
0 3

)
=

1

6

(
6 −9
12 9

) (11)

Odpověd’: X = 1
6

(
6 −9
12 9

)
□

Př́ıklad 3 Pomoćı inverzńı matice řešte soustavu lineárńıch rovnic.

5x1 + x2 = −9

x1 + 3x2 = 1

Řešeńı 3.
Nejprve zaṕı̌seme danou soustavu rovnic v maticovém tvaru jako:(

5 1
1 3

)(
x1

x2

)
=

(
−9
1

)
(12)

Dále pojmenujeme jednotlivé členy v maticovém tvaru (12). Matice na začátku bude
matice nám známé soustavy A, za ńı bude následovat náš neznámý vektor x⃗ a za
rovná se je vektor pravých stran, který označ́ıme jako b⃗, tedy:

Ax⃗ = b⃗ | ·A−1

A−1Ax⃗ = A−1⃗b

x⃗ = A−1⃗b

(13)

Nyńı máme vyjádřený neznámý vektor x⃗, který stač́ı vypoč́ıtat. K tomu nám stač́ı
vypoč́ıtat inverzńı matici A−1. Jinými slovy, soustavu rovnic můžeme metodou in-
verzńı matice vypoč́ıtat pouze tehdy, je-li matice soustavy dána regulárńı matićı.

2Inverzńı matici obecńı matice 2x2 vypoč́ıtáme takto:(
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
(9)
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Pokud by tedy matice soustavy nebyla čtvercová nebo byla singulárńı, pak bychom
museli řešit maticovou rovnici pouze Gaussovou nebo Jordanovou eliminačńı meto-
dou. Do rovnice (13) dosad́ıme č́ısla ze zadáńı, tedy:

x⃗ =

(
5 1
1 3

)−1(−9
1

)
=

1

14

(
3 −1
−1 5

)(
−9
1

)
=

1

14

(
−28
14

)
=

(
−2
1

)
(14)

Odpověd’: x⃗ = (−2, 1). □

...
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Matematická analýza - 4MM101, 4MM106

Př́ıklad 4 Určete reálny parametr a tak, aby platilo

lim
n→∞

(
an2

3− 2n
+ 2n+ 1

)
= ∞

Řešeńı 1.
Tento typ př́ıkladu poznáme podle toho, že opět obsahuje nejvýše celé mocniny n,
ale narozd́ıl od př́ıkladu 6 obsahuje i zlomek. Ideálńım postupem při řešeńı tohoto
typu je úprava celé limity na společného jmenovatele, t.j.:

lim
n→∞

(
an2

3− 2n
+ 2n+ 1

)
= ∞

lim
n→∞

(
an2 + 2n(3− 2n) + 1(3− 2n)

3− 2n

)
= ∞

lim
n→∞

(
an2 + 6n− 4n2 + 3− 2n

3− 2n

)
= ∞

lim
n→∞

(
n2(a− 4) + 4n+ 3

3− 2n

)
= ∞

(15)

Druhým krokom z̊ustává vždy vytknout z čitatele i jmenovatele největš́ı mocninu,
tedy:

lim
n→∞

(
n2(a− 4) + 4n+ 3

3− 2n

)
= ∞

lim
n→∞

n�21
(
��n2 (a−4)

��n2 + 4�n
n�21

+ 3
n2

)
�n
(

3
n
− 2�n

�n

)
 = ∞

lim
n→∞

(
n
(
(a− 4) + 4

n
+ 3

n2

)(
3
n
− 2
) )

= ∞

(16)

Posledńım krokem je dosazeńı limity do mezivýsledku (16), tedy.(
∞
(
(a− 4) + 4

∞ + 3
∞2

)(
3
∞ − 2

) )
= ∞(

∞ ((a− 4) + 0 + 0)

(0− 2)

)
= ∞

∞ (a− 4)

(−2)
= ∞

−∞ (a− 4) = ∞

(17)

kde jsme opět použili pouze základńı charakteristiky úprav s nekonečnami. Podobně
jako v předchoźım př́ıkladu muśıme vyřešit všechny možnosti závorky v rovnici (17).

• (a − 4) < 0 =⇒ −∞ (−) = ∞ =⇒ ∞ = ∞. Vid́ıme, že v tomto
př́ıpadě źıskáme rovnost dané limitńı rovnice, záporná závorka tedy patř́ı mezi
př́ıpustná řešeńı rovnice.
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• (a− 4) = 0 =⇒ −∞ (0) =?. V př́ıpadě nulové závorky dostaneme neurčitý
výraz nekonečno krát nula, a proto muśıme konkrétně řešit (a− 4) = 0 =⇒
a = 4. Tuto hodnotu a dosad́ıme do dané limitńı rovnice a vypoč́ıtáme:

lim
n→∞

(
4n2

3− 2n
+ 2n+ 1

)
= ∞

lim
n→∞

(
4n2 + 2n(3− 2n) + 1(3− 2n)

3− 2n

)
= ∞

lim
n→∞

(
��4n2 + 6n−��4n2 + 3− 2n

3− 2n

)
= ∞

lim
n→∞

(
4n+ 3

3− 2n

)
= ∞

lim
n→∞

�n
(

4�n

�n
+ 3

n

)
�n
(

3
n
− 2�n

�n

)
 = ∞

lim
n→∞

((
4 + 3

n

)(
3
n
− 2
)) = ∞((

4 + 3
∞

)(
3
∞ − 2

)) = ∞

(4 + 0)

(0− 2)
= ∞

(4)

(−2)
= ∞

−2 ̸= ∞

(18)

kde jsme opět použili pouze základńı vlastnosti práce s nekonečnem. Dostali
jsme nesmyslný výraz, takže závorka (a−4) = 0 neńı řešeńım p̊uvodně zadané
limitńı rovnice.

• (a − 4) < 0 =⇒ −∞ (+) = ∞ =⇒ −∞ ̸= ∞. Daná rovnost neplat́ı,
takže ani tento př́ıpad neńı řešeńım dané limitńı rovnice.

Řešeńım naš́ı limitńı rovnice je tedy záporná závorka (a− 4) < 0 =⇒ a < 4.

Odpověd’: limn→∞

(
an2

3−2n
+ 2n+ 1

)
= ∞ =⇒ a < 4 □

Př́ıklad 5 Pomoćı Bolzanovy věty řešte nerovnici(
x− 1

2

)
arcsin(x) < 0

Řešeńı 2.
Pokud máme př́ıklad poč́ıtat pomoćı Bolzanovy věty, postup je vždy následuj́ıćı:

• Nejprve muśıme určit definičńı obor funkce a tedy i určit body nespojitosti,
t.j. body, kde je jmenovatel nulový.

• Poté spoč́ıtáme nulové body. Ty urč́ıme vždy tak, že celou funkci odeṕı̌seme a
dosad́ıme ji rovnu nule.
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• Definičńı obor rozděĺıme na tolik interval̊u, kolik potřebujeme. Jinými slovy,
vždy v každém nulovém bodě a bodě nespojitosti.

• V každém z těchto interval̊u budeme zkoumat znaménko funkce.

• Vybereme si bud’ kladné, nebo záporné intervaly, protože př́ıklad bude vždy
dán t́ım, že na pravé straně bude nula, jinými slovy budeme právě zkoumat,
kde je funkce záporná nebo kladná.

Definičńı obor funkce lze určit velmi snadno. Vid́ıme, že máme součin dvou funkćı,
a to (x − 1

2
) a arcsin(x). Vı́me, že funkce (x − 1

2
) je polynom, a má tedy definičńı

obor celé č́ıslo R. Dále v́ıme, že funkce arcsin(x) má definičńı obor ⟨−1; 1⟩, tud́ıž
celý definičńı obor funkce je:

D(x− 1
2)arcsin(x)

= ⟨−1; 1⟩ (19)

Dále je třeba určit body nespojitosti, a protože tato funkce nemá žádný zlomek a
žádnou nespojitost, je tato funkce spojitá a nemá žádné body nespojitosti. Nulové
body vypoč́ıtáme z rovnice f(x) = 0, tedy:(

x− 1

2

)
arcsin(x) = 0 =⇒

(
x− 1

2

)
= 0 ∨ arcsin(x) = 0(

x− 1

2

)
= 0 =⇒ x =

1

2

arcsin(x) = 0 =⇒ x = 0

(20)

Źıskali jsme dva nulové body. Jinými slovy, dva pr̊usečńıky s osou x. Nyńı můžeme
náš definičńı obor (19) rozdělit vzhledem k nulovým bod̊um, které jsme spoč́ıtali,
t.j. ⟨−1; 0⟩, ⟨0; 1

2
⟩, ⟨1

2
; 1⟩. Nakonec sestav́ıme tabulku, kde do řádk̊u vlož́ıme dané

intervaly a do sloupc̊u naši funkci, t.j.:

Tabulka 1: Řešeńı nerovnice pomoćı Bolzanovy věty

Interval
(
x− 1

2

)
arcsin(x)

(
x− 1

2

)
arcsin(x)

⟨−1; 0⟩ (–) (–) (–)(–)=(+)
⟨0; 1

2
⟩ (–) (+) (–)(+)=(–)

⟨1
2
; 1⟩ (+) (+) (+)(+)=(+)

Ze zadáńı zkoumáme, kdy je daná funkce menš́ı než nula, takže budeme zkoumat,
kdy má posledńı sloupec tabulky (1) záporné znaménko. To je splněno pouze pro
interval ⟨0; 1

2
⟩. Podle zadáńı se jedná o ostrou nerovnost, jinými slovy nám chyb́ı

znaménko rovnosti, takže interval muśı být otevřený z obou stran. Řešeńı je tedy
(0; 1

2
). Zkontrolujme výsledek na grafu funkce, který lze vykreslit např́ıklad pomoćı

programu Geogebra.
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Obrázek 1: Graf funkce f(x) =
(
x− 1

2

)
arcsin(x)

Z grafu vid́ıme, že jsme naše řešeńı vypoč́ıtali správně, funkce je záporná právě na
intervalu (0; 1

2
), jinými slovy na tomto intervalu je pod osou x. Body A a B jsou naše

poč́ıtané nulové body, jinými slovy pr̊usečńıky s osou x, a celá funkce je definována
pouze na definičńım oboru ⟨−1; 1⟩, na kterém je také spojitá, přesně jak jsme určili.

Odpověd’:
(
x− 1

2

)
arcsin(x) < 0 =⇒ x ∈ (0, 1

2
) □

...
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